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Wir iibertragen Ergebnisse von Schmidt IAnn. of Math. 96 (1972)j und 
Schlickewei [J. Number Theory 9 (1977)] zu Normformgleichungen iiber ICI auf 
Normformgleichungen iiber einem rationalen FunktionenkGrper. Eine wesentliche 
Schwierigkeit ist hierbei das Versagen des Dirichletschen Einheitensatzes fiir 
algebraische FunktionenkGrper. 
Sei k ein algebra&h abgeschlossener K&per der Charakteristik Null, kl t ] 
der Ring der Polynome in der Unbestimmten t mit Koeftizienten aus k, 
% = (P, (..., P,) eine endliche Menge von Primpolynomen aus k[t] und k[ t], 
der Ring der rationalen Funktionen, deren Nenner hochstens von Polynomen 
aus ‘J1 geteilt wird. @ bezeichne die Einheitengruppe von k[t],. Sei K ein 
algebraischer Funktionenkorper i.iber k(t) vom Grad d, M(X) = p, x, + . . . + 
pu,x, eine Linearform in X = (X r,..., x~) mit iiber k(t) linear unabhangigen 
Koefftzienten ,B I,...,pn aus K und IRK(.) die Normfunktion von K iiber k(t). 
Fur ein Q E k(t), Q # 0, suchen wir die Losungen X E k[t]i der Gleichung 
%W(X 1) = Q. (1.1) 
Die Wertemenge von M fur X E k[t]i stellt einen freien k[t],-Modul YJI in 
K dar. Wir nennen ‘!JJl den zu M gehorigen k]t],Modul. Sei @ eine 
Untergruppe von a. Die Gleichung (1.1) ergibt sich als ein Spezialfall-fur 
8 = ( 1 }4er Elementbeziehung 
%cU) E Q@ (1.2) 
mit p E W. 
Wir betrachten zunlchst den Fall 6? = (5. Sei L ein beliebiger 
Zwischenkorper von k(t) und K. Mit YJI” bezeichnen wir den Untermodul 
aller p E 9Jl, so da13 zu jedem 1 E L ein z # 0 aus k[t] existiert mit z@ E W. 
Weiter sei 0& der Koefftzientenring von WL in L, d.h. die Menge aller 2 E L 
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mit XBIL c YJIL. Sei ‘3JIL # {O}. Dann stellt n& eine vollstlndige k[t], 
Ordnung in L dar. Sei Q& die Einheitengruppe von O$. @& besteht genau 
aus allen E E Oh mit ‘iRL(c) E @. Mit p E !JJIL ist also such jedes Element aus 
$3k eine Losung von (1.2), die ebenfalls in YJIL liegt. Die Menge PC?& 
nennen wir dann eine Losungsfamilie-genauer (‘9JI, L)-Losungsfamilie-zu 
(1.2). Eine Losungsfamilie heirjt maximal, falls sie in keiner anderen echt 
enthalten ist. 
SATZ la. Die Liisungen von (1.2) mit @ = (5 liegen in endlich vielen 
Lkngsfamilien. 
Hierzu Equivalent ist 
SA~Z 1 b. Es existieren hkhstens endlich viele maximale Lkungs- 
familien zu (1.2) mit @ = @. 
Die Sltze la und lb bilden die Analoga zu Ergebnissen von Schlickewei 
[S, Theorem 1.1 und 1.21, da im reell-p-ad&hen Fall die Betragsgleichung in 
[ 5, (1.2)] zu der Elementbeziehung (1.2) mit 8 = Q! aquivalent ist. 
Sei nun E eine beliebige Untergruppe von (3. Anstelle von C$,, definieren 
wir @“, als die Menge aller E E 0& mit flrJc) E &. Ansonsten gehen wir wie 
im Fall @ = (3 vor. Mit ,u E !BIL ist such jedes Element aus illeLm Losung von 
(1.2). Wir nennen ,&“, eine Losungsfamilie zu (1.2). Es gilt analog 
SATZ lc. Die Liisungen von (1.2) liegen in endlich vielen Lkungs- 
familien 
und hierzu aquivalent 
SATZ Id. Es existieren hiichstens endlich viele maximale Liisungs- 
familien zu (1.2). 
Die Satze lc, und Id entsprechen fur 6! = ( 1 } und % = 0 den Resultaten 
von Schmidt [ 7, Theorem 1,l ‘I. 
Im Beweis dieser Resultate fur den reell-p-adischen Fall spielt der 
Dirichletsche Einheitensatz eine wesentliche Rolle. 1st r die Anzahl der 
nichtlquivalenten Fortsetzungen des gewdhnlichen Absolutbetrages von Q 
auf einen Zahlkorper, so garantiert der Dirichletsche Einheitensatz die 
Existenz von genau r - 1 Fundamentaleinheiten. Fur Funktionenkorper ist 
dies im allgemeinen nicht mehr richtig. Wir geben hierfiir ein Beispiel im 
Abschnitt 8. 
Falls die k[t],-Einheitengruppe von K uber k(t) nur ‘wenig’ Elemente 
enthilt, so folgen aus den obigen Satzen Endlichkeitsaussagen uber die 
Anzahl der Losungen von (1.1). Ein Vektor X = (x, . . . . . x,) E kit In heil3e 
primitiv, falls nicht alle Komponenten gleichzeitig durch P, teilbar sind fur 
ein r, 1 < T < s. 
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KOROLLAR. Sei M(X) =p,x, + ... +pu,x, eine Linearform mit tiber k(t) 
linear unabhcingigen Koefjzienten ~,,...,,a~ aus K und W der zugehorige 
k[t],-Modul. Es gelte TV’ # (0) nur fur Unterkiirper L von K. deren k[ t ] w- 
Einheitengruppe die Menge C% als Untergruppe mit endlichem Index enthalt. 
Dann hat die Gleichung 
y&(M(fi)) = Q . Pj’ . *.. . PZ’ 
hochstens endlich viele primitive Liisungen X E kl t In und z, . . . . . z, E 17. Die 
Gleichung 
%iOf(X )) = Q 
hat hiichstens endlich viele Losungen X E kit 1;. 
Dieses Korollar folgt aus Satz la und lc. 
Im reell-p-ad&hen Fall besagen die Voraussetzungen zu YJI im Korollar, 
da13 9ll “nichtausgeartet” ist. Das Korollar entspricht somit Ergebnissen von 
W. M. Schmidt 17. Corollary zu Theorem 1 1 und Schlickewei 15, 
Corollary 1.11. 
Das Korollar 1aBt sich auf die Thue-Gleichung anwenden. Sei F(x, ?I) eine 
iiber k(t) irreduzible Form vom Grad d > 3 mit Koeffizienten aus k(t), ,u eine 
Wurzel von F(x. 1) und K = k(t)(u). D ann gilt F(x, y) = c . !Xn,(s - PJ) fur 
ein c E k(t). Wir werden zeigen, dal3 der Modul 9.X aller s -,u~’ mit 
s. 1’ E kit 1% die Voraussetzungen des Korollars erfiillt. Somit hat die 
Gleichung 
F(.y,y) = Q . P;“ . . . . . Pt’ 
hochstens endlich viele Losungen x, y E lilt], 2, ,..., i, E ..J mit primitivem 
(x,-v) und die Gleichung 
F(x, y) = konst. 
hochstens endlich viele Losungen x, 4’ E k/t 1%. Mason 121 gibt fur den Fall 
% = 0 eine effektive Methode zur Berechnung der Losungen der Thue- 
Gleichung an. 
Urn die Voraussetzung des Korollars nachzuweisen, genugt es zu zeigen, 
dal3 mL # (0) nur fur L = k(t) gilt. Sei !JJI” # (0) und I = /2, ,..., A, eine Basis 
von L iiber k(t). Aus der Definition von 9JIL folgt dann: es gibt ein v # 0 mit 
VA , ‘..., VA/ E m. !JJl hat den Rang 2, also ist I< 2. Wir nehmen an, es ware 
lx = 2. Dann gilt vAi = lx,, + ,uxi, (i = 1, 2) mit xij E k(t) und, da 1 = A,, AZ 
linear unabhangig sind, p = -(x,,/l, - xzI)/(xIZ& -x1*) E L. Wegen deg 
p = d > 1 kann dies nicht sein. Es folgt also I = 1, d.h. L = k(t). 
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2. DER TEILRAUMSATZ 
Auf k(t) werden durch /t/,-e bzw. ]PTlr=emdz (r = l,...,s) in 
natiirlicher Weise Absolutbetrtige deliniert. Mit k(t), (t = 0, l,..., s) 
bezeichnen wir eine algebraisch abgeschlossene Hiille der Vervollstlndigung 
von k(t) bzgl. 1. IT. 
Wesentlicher Bestandteil zu den Beweisen ist eine Version des Teilraum- 
satzes von Schmidt [ 61. Gehen wir von der Darstellung bei Dubois [ 1, 
Theorem 1 ] aus, so erhalten wir in analogen Schritten wie bei Schmidt [ 6, 7 ] 
und Schlickewei [3,4] den 
SATZ. Seien L,, ,..., L,, (n > 2, r = 0, l,..., s) n linear ztnabhh’ngige 
Linear-or-men in X = (x, ,..., x,) mit Koeffizienten, die algebraisch tiber k(t) 
sind und in k(t), liegen; sei 6 > 0. Es existieren endlich viele echte k(t)- 
Unterriiume von k(t)“, so daJ jede L6sung X E k[ t]“, X # 0, von 
in einem der genannten Unterriiume liegt oder beschrtinkt ist. 
3. KONSTRUKTION EINES K~RPERS 
In diesem Abschnitt geben wir eine kurze Darstellung der Ergebnisse von 
Schmidt in 17, 9 121 und der zusltzlichen Bezeichnungen. 
Sei K* eine normale Hi.ille von K iiber k(t), M(X) =p,x, + ‘..p,x, eine 
Linearform mit iiber k(t) linear unabhangigen Koefftzienten aus K und 
M”‘(X) = pi”x, + . . . + ,u~‘x, (i = l,..., d) die zu M konjugierten Formen. 
Fur jede Teilmenge S von (l,..., d} sei c(S) die Kardinalitlt von S und r(S) 
der Rang der Linearformen M”‘, i E S. Wir setzen 
q(S) = r(S)/c(S) falls Sf0 
= n/d falls S = 0. 
Sei CO ein primitives Element von K iiber k(t) und G die Galoisgruppe von 
K* iiber k(t). Ein Element v, von G permutiert o = CL)(‘), CU”)...., CL)(~) und 
induziert so eine Permutation von ( l,..., d}, die wir wieder mit v, bezeichnen. 
1st S eine Teilmenge von {l,..., d), so such das Bild q(S) von S unter o, und 
es gilt c(cp(S)) = c(S), r(dS) = r(S). q(dS)) = q(S). 
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LEMMA 3.1. Sei q,, das Minimum von q(S) fCr alle Teilmengen S von 
( l,..., d). Dann gift 
q0 = n/d. 
Weiter existieren nattirliche Zahlen 1. m mit 1 . m = d, eine Teilmenge T mit 
c(T) = m und Elemente v), ,..., CJI, aus G, so daJ { l,..., d) die disjunkte 
Vereinigung der Mengen 
w,(T)+...- cp,(T) (3.1) 
ist; eine Menge S erfcllt q(S) = q0 dann und nur dann, wenn sie als 
Vereinigung von Mengen aus (3.1) geschrieben werden kann. 
Die Menge T aus Lemma 3.1 kann durch jede der Mengen in (3.1) ersetzt 
werden. Deshalb diirfen wir annehmen, da13 1 E T gilt und p, die Identitlt 
ist. Sei G, die Untergruppe von G, die aus allen Elementen q mit q(T) = T 
besteht und L der zu G, gehiirige Fixkiirper in K*. Dann ist L ein Karper 
vom Grad 1 iiber k(t), und es gilt L E K. 
Sei !Vl der zur Linearform M gehijrige k[ t I,-Modul. 
LEMMA 3.2. Ein Zwischenktirper P van k(t) und K erftillt YJm/’ = ‘9.I 
genau dann, wenn P g L gilt. 
4. DAS HAUPTLEMMA 
Sei h, eine k(t)-Einbettung von K* in k(t), (T= 0, I,..., s). Mit &r 
Bezeichnung aus Lemma 3.1 setzen wir T = {t, = 1, t2 ,.... t,,, } und fir jedes 
5 = 0, I,..., s, K E K 
K[i’j’71 = h, o V)i(K”j)) (1 ,<i<l, 1 <j<m), 
SchlieOlich sei !JJl,, der zu der Linearform M gehiirige kl t I-Modul. Analog 
wie bei Schmidt [ 7 ] bzw. Schlickewei 15 1 folgt dann mit Hilfe des Teilraum- 
satzes 
LEMMA 4.1. Sei n > 2. Ftir jedes c > 0, 6 > 0 mit 6 < c/n(n - 1) gibt es 
eine positive Konstante c = C(E, S) und endlich viele k[ t I-Untermoduln von 
!&, mit einem Rang <n, so daJ fCr jede L6sung p E 9.X, von 
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eine der drei MGglichkeiten zutrifft: 
(a) ,n liegt in einem der endlich vielen Untermoduln 
(b) ]F], < c fur 5 = 0, l,..., s 
cc) Ip[f.h,rlIr < 1,je. lpIiJ.rl ],fir l<i<I, l<h,j<m,O<r<s. 
5. EINIGE LEMMATA 
Da der Dirichletsche Einheitensatz in Funktionenkorpern der 
Charakteristik Null kein Analogon besitzt, konnen wir die Ausfiihrungen von 
Schmidt [ 71 bzw. von Schlickewei [ 5 ] nicht weiter direkt ubertragen. Nur in 
diesem Abschnitt beniitigen wir die Voraussetzung, da13 k algebraisch 
abgeschlossen ist. Mit 3, bezeichnen wir den ganzalgebraischen Abschlul3 
von K iiber k(t]%. 
LEMMA 5.1. Sei 6 eine vollstiindige k[tlrOrdnung in K und e(0) 
deren Einheitengruppe. Sei W eine Teilmenge von K mit z!V E 3, fir ein 
z f 0 aus k[t]. Dann existieren endlich viele Liisungen ,u, ,...,,uu, E 9I von 
(5.1) 
so da&? jede L&sung aus ?I von (5.1) in eine der Mengen ,u,~(o),...,,u,.~(o) 
enthalten ist. 
Beweis. Da z‘3I s 3, und XI eine vollstandige Ordnung ist, gibt es ein 
R # 0 aus k[t] mit R’3I c 0. Anstelle von (5.1) betrachten wir 
9l&‘) E RdQCf mit ,u’ E 9I’ = R9I. (5.2) 
1st p E ‘3 eine Losung von (5.1), so ist ~1’ = R,u eine Losung von (5.2) und 
umgekehrt. Wegen ,u’ E 0 g 3, erfiillt p’ eine Gleichung 
pfd + ad- Ip 
(d-1 
+ ... + a,,a’ f IN&t’) = 0 
mit a , ,..., a&, E k[t],. Dividieren wir diese Gleichung durch ,u’, so folgt, 
da13 fl&‘)/p’ in n liegt. Aus der Elementbeziehung in S) 
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erhalten wir somit die Idealgleichung in 0 
//o %A$) .-----O=RdQ-C), 
P’ 
wobei KD. K E c), das von K in 0 erzeugte Hauptideal darstellt. 
Jedes Ideal in 0, welches nicht das Null- oder Einheitsideal ist. labt sich 
eindeutig als endliches Produkt von teiler fremden und von c) verschiedenen 
Primaridealen darstellen (s. van der Waerden 18, $136 I). 1st ,u’ keine Einheit, 
so ist RdQO nicht das Null- oder Einheitsideal, und ~‘0 ist eines der endlich 
vielen Hauptideale, die von einem Element mit (5.2) erzeugt werden und 
Produkt von gewissen Primaridealen sind, die in der Zerlegung von R”QO 
auftreten. Diese Ideale seien ,u; D....,pU:O, wobei ,u; ,...,pU: Losungen von (5.2) 
sind. Also gilt stets y’D = p; 0, d.h. p’ E ,u; a(O), fur ein i, 1 < i < r. Mit 
,ui =,aujlR fiir i = l,..., r folgt das Lemma. 1st ,u’ eine Einheit, so liegen alle 
Losungen von (5.2) in @(o)=p’@(o)=R,~e(D) und die Losungen von 
(5.1) in PC!?(D). 
LEMMA 5.2. Sei c eine gegebene Konstante. Die Anzahl der Liisungen 
jl E 3, con 
%n,cU) E QE (5.3) 
rnit 
IcllT < c fGr 5 = 0, l,..., s (5.4) 
ist-bis auf Faktoren aus k-beschrtinkt. 
Beweis. Mit ~1, bezeichnen wir die zu P, (r = 0, I,..., s) gehorige 
Bewertung von k(t) mit Bewertungsgruppe d. L’,,,.... 11,~~ seien die Fortset- 
zungen von U, auf K mit Bewertungsgruppe i und f,,,...,fr T die 
entsprechenden absoluten Restklassengrade. Alle weiteren Bewertungen auf 
K mit Bewertungsgruppe T schreiben wir in der Form z’(j). i E I. 
Sei p E 3, Losung von (5.3) mit (5.4). Die Bedingung (5.4) impliziert 
dann eine Konstante c’ > 0 mit 
“,JjL) > PC’ (O<r<s, 1 <j<r,). (5.5 1 
Mit Q’ bezeichnen wir die aus Q durch Streichung aller-positiver und 
negativer-Potenzen von P, (1 ,< r < s) entstehende rationale Funktion. Mit 
(5.3) gilt dann 
\‘ (fi,t’l,cu) + ... +f, .~‘JP)) T 
T=O 
= \‘ deg P, . v,(fl,(,a)) = uO(Q’), 
r--O 
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und hieraus folgt mit (5.5) 
--c' -C vj,@) < vo(Q') + c' . $ 5 fi, 
fiir alle u, 0 < u < s, und j, 1 <j < rO. Da ,u ein Teiler von Q’ in 3, ist (s. 
Beweis zu Lemma 5.1), gilt 
0 < di’(,u) < uci)(Q’, fur alle i E I. (5.7) 
Da k algebraisch abgeschlossen ist, wird p bis auf Faktoren aus k eindeutig 
durch die Tupel (v’~‘@))~,~ und (u,,@))~,, bestimmt. Die Anzahl dieser Tupel 
unter den Bedingungen (5.6) und (5.7) ist beschrankt. 
LEMMA 5.3. Sei E(K) die Einheitengruppe von 3,, Dann ist die 
Faktorgruppe @(K)/k isomorph zu ze fiir ein e E N. 
Beweis. Jedes Element ,u E a(K) ist-bis auf Faktoren aus k-eindeutig 
bestimmt durch das Tupel (v~,@))~,~. Die Menge dieser Tupel bilden ein 
Untergitter von Z r (r = r,, + . . . + r,) vom Rang e. 
Bemerkung 5.4. Sei C’ eine Untergruppe von E(K) mit endlichem 
Index. k g (2’. CZ ‘/k ist dann ebenfalls isomorph zu Z’. Die Untergruppe 
(a’/k)” der m-ten Potenzen von G’/k hat somit einen endlichen Index in 
C.5 ‘/k. Somit ist @’ in der Vereinigung endlich vieler Mengen der Gestalt 
ekC51m mit E E @’ enthalten (@‘, ist die Menge der m-ten Potenzen von 
Elementen aus a’). 
LEMMA 5.5. Sei L ein ZwischenkGrper von k(t) und K, 0 eine 
vollst&dige k[ tlgl-Ordnung in L. e(L) sei die Einheitengruppe von L iiber 
k[tln und a(o) deren Untergruppe in 0. Dann ist der Index von g(O) in 
f.5 (L) endlich. 
Beweis. Wir wenden Lemma 5.1 an mit K = L, ‘% = 3, und Q = 1. Die 
Losungen von (5.1) sind dann genau die Elemente aus B(L). Nach dem 
Lemma existieren endlich viele Einheiten E, ,..., E, aus e(L), so da13 jedes 
Element aus C?(L) in einer der Mengen E, e(o),..., s,@(O) liegt. Unter den 
Elementen E, ,..., E, befindet sich also ein Reprlsentantensystem der 
Faktorgruppe @(L)/@(O). 
6. BEWEIS VON SATZ la 
Sei W ein freier k(t],Modul in K vom Rang n > 1. Der Beweis lluft iiber 
vollstandige Induktion nach n. 
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Sei n = 1. Dann gibt es ein puo E K mit W = ,q,k[t]%. Die Lijsungen von 
(1.2) mit 6 = t.5 fiihren zu Losungen von .8 E Pa mit xE k[t]%, wobei 
P = Q/%&q,) notwendig in k[t]% liegen mul3, damit iiberhaupt Losungen 
existieren. Wegen der eindeutigen Primfaktorzerlegung in k[t] ist x bis auf 
Faktoren aus C5 eindeutig bestimmt. Falls also eine Losung existiert, so gibt 
es genau eine @I, k(t))-Ldsungsfamilie, die alle Losungen enthllt. 
Sei nun n > 1 und die Aussage des Satzes fur Moduln mit einem Rang <n 
erfiillt. Der k[tl,-Modul YJI ist das Bild von k[t]k unter einer Linearform 
M(X)=p,x, + ... +pnx, mit iiber k(t) linear unabhlngigen Koefftzienten 
p,,,..,~,. !JJIm, sei der zu M gehiirige k[t]-Modul. Die Elemente p = M(X) aus 
!JR mit primitivem X E kl t]” nennen wir primitive Elemente. Zu iu E W 
enthalt die Menge @ bis auf Faktoren aus k genau ein primitives Element, 
das “zu p gehorige”. Jede primitive Losung ,u von (1.2) erfiillt 
!j” IwP)l? = !;I, I QlT = konst. (6.1) 
Nach Lemma 4.1 gilt dann fur p eine der folgenden drei Eigenschaften: 
(a) p liegt in einem von endlich vielen k[t]-Untermoduln von 9X,, mit 
einem Rang <n 
(b) IFl, < 1 fur r = 0, l,..., s 
cc) lpU(ih.rl IT < IFI; . ~pli.j.~l IT (1 < i < 1, 1 < h,j < m, 0 < r < s). 
Wie in Schmidt [7] erhalten wir : die primitiven Losungen von (6.1) mit (a) 
liegen in endlich vielen Losungsfamilien 
(6.2) 
wobei die Pi Unterkiirper von K mit 
LgPizK (6.3) 
sind (L ist der Korper aus 5 3). Alle Ldsungen, die nicht in eine der Familien 
aus (6.2) liegen, liegen wegen W = YJIL in gewissen @I, L)-Losungsfamilien, 
die auf Grund von (6.3) zu den Mengen in (6.2) disjunkt sind. Wir zeigen 
nun, da13 jede dieser (%T, L)-Losungsfamilien ein primitives Element y besitzt 
mit Iii, < 1 fur 5 = 0, l,..., s. Enthllt die (!J.JI, L)-Familie ein primitives 
Element mit (b), so sind wir fertig. Wir diirfen daher annehmen, da13 jedes 
primitive Element der Familie die Bedingung (c) erftillt. 
Zunlchst fiihren wir eine, von speziellen Losungen unabhangige 
Uberlegung durch. Mit der Notation aus Abschnitt 4 setzen wir KliTi' = 
(P~(K"J)) fur KE K. Sei % die Menge aller Produkte p”“’ . ... .fl”.“” mit 
p E W. Dann gilt 9I s L. Es existiert ein z # 0 aus k[t] mit 2% s 3,. Nach 
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Lemma 5.1 mit K = L, Q = O(!LJI, L) liegt jede Losung A E ‘3 von 
!JIL@) E Q@ in einer von endlich vielen Mengen I&& mit K E !R und somit 
nach Bemerkung 5.4 in einer von endlich vielen Mengen der Gestalt 
Kk@Jm mit KEL. Sei @3$jr eine Losungsfamilie von (1.2), deren 
primitiven Elemente alle (c) erfiillen. Das Produkt p”*‘] * .‘s . p”*“” liegt in 
einer der eben konstruierten Mengen K/c((~&)~, K E L. Also gibt es ein 
E E @& mit 
($#‘-‘I . . . . . (p)~‘.m] =pf’,‘] , . . . . /&‘.mlem E Kk. 
Da K aus einer endlichen, von ,U unabhangigen Menge stammt, folgt 
ICue) [i.l.Tl . . . . . @E)[i.mqTl IT = 1 K[i-~q~J IT < 1 
fur i = I,..., 1; r = 0, l,..., s. 
Sei ,u* das zu ,u& gehorige primitive Element. ,u* unterscheidet sich von ,UE 
nur durch einen Faktor aus c4. Nach (c) gilt 
- 
also 
fur alle i = l,..., I, j = l,..., m, r = 0, l,..., s, also 
IFI, -=G Ii% fur 7 = 0, l,..., s, 
also 
(6.4) 
Fur ,u* = M(X *) gilt 1,~” IT +@ IX * IT. Da X * primitiv ist, bedeutet dies 
l,u* IT 84 1 fiir r = I,..., s. Damit erhalten wir schlie(Jlich aus (6.4) 
Iiu”l, < 1 such fiir r = 0. 
Jede der tibrigen (!J.JI, L)-Familien enthllt also ein p E !JX mit 
bl,+ 1 fur 5 = 0, l,..., s. (6.5) 
Wir di.irfen 0.B.d.A. 93 g 3, annehrnen. Aus Lemma 5.2 folgt dann, da13 die 
Anzahl der Elemente p E 3R mit (6.5) bis auf Faktoren aus k beschrankt ist. 
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Somit konnen auBer den Familien in (6.2) hiichstens endlich viele (YJI, L)- 
Familien existieren, die nicht in eine der Mengen in (6.2) enthalten sind. 
Hieraus folgt Satz la. 
7. BEWEIS zu SATZ lc 
Sei ,u eine Losung von (1.2). Dann ist p such eine Losung von (1.2) mit 
@ = (5. Alle Liisungen von (1.2) mit @ = (5 liegen in endlich vielen Mengen 
Seien hierbei 0.B.d.A. 
iU&Ji ,.*., /I,.@~ (7.1) 
die Familien. welche Losungen ,u; ,..., p:, von (1.2) enthalten. Dann sind die 
Mengen in (7.1) identisch mit den Mengen 
,l@L,1,..., /I$$ (7.2) 
p liegt in einer dieser Mengen, z.B. in pi (52. Es ist p = p{ E fur E E 02. 
Wegen %,&p), fl,hl) E Qg mu13 !JIK(e) E @ gelten. denn @ ist eine Gruppe. 
Also gilt FE r?$$ und somit iu E P; @?a;. Die Mengen P; &!‘;l,....p:,eb 
enthalten also schon alle Losungen von (1.2). 
Der Beweis der Aquivalenz der Sltze la, lb und lc, Id folgt wie bei 
Schmidt [ 7 I. 
8. GEGENBEISPIEL ZUM DIRICHLETSCHEN EINHEITENSATZ 
Seien n = 2~ (U E N) und a, ,..., u,, E k gegeben. Mit p bezeichnen wir die 
Losung von X2 - (t - (w,) . ... . (t - an) = 0 aus Q(P)) mit 
C ~I( = (-1)” ll,,=,,, (y;) . ... . (‘li:‘) . a,“’ . ... a,I”“. 
Sei K = k(t)f$) und 9JI der Modul aller x + py mit X. y E k [ t 1. Dann ist 9JI 
der ganzalgebraische Abschlulj von lilt] in K. Die Einheitengruppe E(K) von 
K iiber k[t] besteht aus allen .Y +~JUJ’ E YR mit s’ -,u’y’ E k, d.h. mit 
1.x2 -p2y21, = 1. 
Sei E = ,Y + PV eine Einheit mit y # 0: 1 yl,, = e‘ mit s E lb,. Wegen 
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1.~’ -p*y*I, = 1 folgt /xl0 = es+‘. Die hochste Potenz von t in x + ,q oder in 
x -,q ist s + U. Sei 0.B.d.A. Ix +py/O=eSfU. Es folgt Ix -pyuyl, = e-‘-“. 
Dies bedeutet, da13 die Koeffizienten von t’ mit i > -s - u + 1 in der 
Darstellung von x -,uy als Laurentreihe in t verschwinden. Setzen wir 
r= a, + a,t + ... + u,P mit a,,..., 
Gleichungssystem 
a, E k. ~1,~ # 0, so erhalten wir das 
und zusltzlich 
o=cm,-, * u,+...+c-, . a, 
(8.1) 
o=c -2s-ut1as + ... +c-s-u+‘% 
O# cc*s-u. a, + **. + c-,-, . a,. (8.2) 
1st umgekehrt a,,..., u, E k, u,~ # 0, Losung des Systems (8.1) und (8.2). so 
ergibt sich eindeutig eine Einheit F = x + ~1’ mit 1 JJI~ = es. 
(8.1) ist ein System von s + u - 1 Gleichungen in den s + 1 GroBen 
a, ,..., a,. Sei u > 2. Notwendig fur die Existenz einer Einheit x + py mit 
.Y f 0 ist also das Verschwinden der Determinante 
C -S-, ... C -, 
A, = A,(a, ,..., a,,) = i 
cc*\-, ... c- \-I 
fur ein s > 0. d, ist ein symmetrisches Polynom in a, ,..., a, mit Koeffizienten 
aus 0. Der hochste Koeffizient von A, als Polynom in (L, ist die Deter- 
minante 
(-l)u+s+i i, +l;2+ 1 ) ... (-l)u+’ ( .lfl ) 
(-1y+*s+ iti+:/,‘, 1 ) . . . (-1)““” fu +y+ 1 ) 
Elementarumformungen zeigen. da0 diese Determinante von Null 
verschieden ist. Also gilt A, & 0. 
Fur paarweise verschiedene a, ,..., a,, aus k mit A,(a, ,..., a,) # 0 fur jedes 
s = 0, 1, 2 )..., kann es dann nur Einheiten x + py geben mit 1~ = 0. Dies sind 
aber gerade die Elemente aus k. Sind also z.B. a,,..., a, algebraisch 
unabhingig iiber Q, so folgt g(K) = k. Andererseits gibt es zwei nichtl- 
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quivalente Forsetzungen der zu t -’ gehiirigen Bewertung, denn die 
Definitionsgleichung fiir ,L zerftillt iiber k((l’)) in lineare Faktoren. Wiirde 
das Analogon zum Dirichletschen Einheitensatz gelten, so miil3te im 
Widerspruch zu a(K) = k eine nichttriviale Einheit existieren. 
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